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INTRODUZIONE

Questa tesi predispone un ambiente di elaborazione simbolica per lo studio
combinatorio degli MV sét
| primi capitoli espongono le linee essenziali degli MV set. Prendendo come
esempio la cosiddetta Tavola Pitagorica dell’analisi combinatoria, elaborata da
G-C. Rota sulla base della “metafora delle palline delle scatole”, cercheremo di
trasporre nel nostro caso il conteggio dei modi di disporre n palline distinguibili
in x scatole distinguibili .
Le basi da cui si partirSono quindi abbastanza semplici e fondate sulle seguenti
[3]:
Proposizione 1l In assenza di altri vincoli, il numero di modi di mettere n

palline in x scatolee™X".

Proposizione 2 1l numero di assegnamenti iniettivi di n palline in x scatole,
ovvero il numero di modi di mettere n palline in x scatole in modo tale che in

ogni scatola ci sia al pi‘'una pallina,e (x), 2.

Proposizione3 Se n< X, il numero di assegnamenti suriettivi di n palline

distinguibili in x scatole distinguibili, ovvero il numero di modi di mettere n

1Utilizzeremo sin da ora il termine “MV set” in luogo di “MV insiemi” per rappresentare
guesta nuova categoria di oggetti. MV sta f)@rany-valued”, ma si usea pronunciarlo
esattamente coneescritto: si parleacicg di uno o pir MV set.

2Con il simbolo ), indichiamo ilfattoriale decrescenteSi ha: K)o = 1 e, pem positivo,
(Qn=x(x=1)---(X—=n+1).



palline in x scatole in modo tale che in ogni scatola ci sia almeno una pallina,

e 0, altrimenti tale numere XS(n, x) 3.

Da un punto di vista insiemistico, considerando i due insiemi delle palline e
delle scatole, la funzione nella proposizione 1 conta il numero di funzioni tra i
due insiemi, quella nella proposizione 2 conta il numero di funzioni iniettive e
quella nella 3 conta il numero di funzioni suriettive.

In questo elaborato stfaonte’ in un primo tempo un’introduzione teorica
agli MV set, che sfocerhella stesura di formule per il calcolo combinatorio.
In una seconda parte sffeonted lo sviluppo di un pacchettblathematic&
che definia'il tipo di dato MV set e calcolersu di esso alcune funzioni di base
e le funzioni precedentemente sviluppate. Si proaeddprnire alcuni esempi
di utilizzo del pacchetto; in particolare, oltre a descriverne I'utilizzo di base, si

cerchea con esso di trovare delle applicazioni che diano risultati interessanti.

3Con il simboloS(n, x) indichiamo il numero di Stirling di seconda specie, ovvero il numero
di partizioni di un insieme di ordine in k blocchi.



Capitolo 1

NOZIONI DI BASE SUGLI MV SET

“Devono essere stati necessari molti secoli per scoprire che una coppia
di fagiani ed un paio di giorni sono entrambi espressioni del numero 2;
il grado di astrazione che questo comporta nercerto lieve. (..)
Quanto allo 0,e" una scoperta recentissima; i Greci ed i Romani non

avevano questa cifra”

(Bertrand Russel)

Partendo da una semplice definizione degli MV set, verranno introdotti i con-

cetti di morfismo, funzione iniettiva e suriettiva e cardiralit’

11 GliMV set

Un MV seté una funzione

a.A->N

dall'insieme finito A ai numeri naturaliN = {1,2,...}. ChiameremoA =
Dom (@) insieme supportdi a o0 ancheiduzione booleandi «. Si pw notare
come, nel caso il codominio si riduca all'insierfi® 1}, @ sia un insieme clas-
sico.

Utilizzeremo spesso le lettere greeche y ad indicare due MV set aventi insie-
mi supporto, rispettivamenté, = {a;,...,a,} €C = {Cy,...,Cy} .

Un’altro modo di scrivere gli MV set sar”

m

a={a",....,a"}



dovea(a) = m peri € {1,...,n}. Chiamereman lamolteplici dell’elemento
a;. Scriveremo inoltre:

m
a'ea

per dire chea]™ € un MV elemento dir. Si potd anche scrivere; € a per
indicare cheg; € un elemento dell’insieme suppoidi .

Saa inoltre possibile, e lo faremo in seguito, definire la MV cardiaadit un
MV set. Ci limitiamo per ora a dire che con il simbdtg indichiamo la cardi-
nalita in senso classico, ovvero la cardiralitell'insieme supporto, ovveta.

E importante osservare che l'utilizzo del prefisso MVasamlto difuso. Si
parle@d, per esempio, MV elementiMV funzionj MV suriezionj etc: questa
notazione favori la distinzione con elementi, funzioni, suriezioni, etc intesi in

senso classico.

1.2 MYV funzioni

Dati due MV seta e vy, aventi insiemi supporto, rispettivamente,e C, un
morfismo ftra @ e vy, chiamato anch&V funzioneda « a y o, in simboli,

f . a — vy, eunafunziond : A — C tale che, per ogra € A,
y o f(a) div a(a)

dove x div yvuol direx divide y Si possono fettuare composizioni di MV
funzioni. Datef : @ —> £éeg: & — vy, gof:a — ydenoteala MV funzione
ottenuta componendbe g.

Una MV funzione dar a se stesse unafunzione identd su«, indicata cort,,,
se e solo seé una funzione idenatsull'insieme supporto.

Una MV funzionef : @ — y € unMV isomorfismpo unaMV biezionese e
solo seesisteg : y — atalechego f =1, efog =1, E evidente che

f : @« - y e una MV biezionese e solo se f A — C e una biezione che



preserva le molteplicit, cice sef : A — C e un isomorfismo (nella categoria
degliinsiemi)ey o f = a.

Esempio 1.1 Siano dati due MV set = {a3, a5} ey = {c}, c3} , aventi insiemi
supporto A= {a;,a,} e C={c;, ¢} L.

e La funzione f: A - Ctalechéa, —» c, e @& +— C; & una MV

funzione ,perch” 2 div 2 e 1 div 5

e Lafunzione f: A—- Ctalechea—~ ¢, e & — C,noné una MV

funzione, percd” 2 non divide 5

e a ey non sonoisomorfi (non esiste un MV isomorfismatesy) , perche

nessuna delle biezioni (classiche) tra A e C preserva le molteglicit”

2 1

a;” ¢

=
(387

Figura 1.1: MV funzione.

Esempio 1.2 Siano datie = {a7, a3, a3} ey = {c, C3}.

e Esiste una sola MV funzione daa y: la funzione f: A — C tale che

1> C,pH— C ear Ch.

1Si & voluto, solo in questo primo esempio, specificare la natura degli insiemi supporto. In
seguito gli insiemi supporto verranno omessi, in quanto direttamente, da definizione, rica-
vabili dall’ MV set e naturalmente correlati ad esso.Allo stesso modo si evifeesso di
scriverel’ MV set «, percle gia I'uso di lettere greche minuscole come vy indica che si
sta parlando di MV set.

25 > ¢; indica che I'elementa; € mappato nell'elemento ¢



e Non esistono MV isomorfismi tiae y , percke non ci sono biezioni da

AaC.

2
e
]

Figura 1.2: MV funzione.

1.3 MV iniezioni e MV suriezioni

Mentre nella categoria degli insiemi si parlava di funzioni iniettive e suriettive,
nella categoria degli MV set il discorgopiu complesso e ci saranno iniezioni

(suriezioni) deboli e forti.

Definizione 1.1 Sia f: @ — y una MV funzione. Diciamo che:
1. f é debolmente iniettiva sse: A — C e iniettiva.
2. f e debolmente suriettiva sse A — C € suriettiva.

3. f e fortemente iniettiva sse:fA — C é iniettiva e preserva le moltepli-

cita, ovvero se iniettivaeyo f = a.

4. f e fortemente suriettiva sse:fA — C é suriettiva e, per ogni € C,

vale
y(c) = MCD {a(a) | f(a) = c}.



Si pw immediatamente verificare che le iniezioni forti e deboli, come le su-
riezioni deboli, sono chiuse sulla composizione di funzioni. La chiusura delle
suriezioni fortie altres verificabile, a partire dall’associatietdell’operatore
MCD.

Nel seguito ver utilizzata la notaziond : o« - vy per indicare che & 'una
suriezione forte. La notaziorfe: @ > y indiched invece che & una iniezione

forte.
Esempio 1.3 Siano datie = {a2, a5} ey = {c], ¢35, C3}.
e La MV funzione f. « — y,talechear— c, e & +— c; e debolmente

iniettiva (percte f : A — C e iniettiva), ma non fortemente iniettiva. f,

inoltre, none debolmente suriettiva.

e La MV funzione f: @« —» y,talechea —» ¢, e & — c;e forte-

mente iniettiva, perah T : A — C, oltre ad essere iniettiva, preserva le

molteplicii.
2 1 2 o !
5 2 5 2

Figura 1.3: Iniettivitt debole (a sinistra) e forte (a destra).

Esempio 1.4 Siano datie = {a2, a5, a3} ey = {¢2, C3).

e LaMVfunzione f. @« — y,talechear—»c¢c, , aa—C € &P G
e fortemente suriettiva, perehf : A — C e suriettivae MCD 6,3} = 3

(e, ovwiamente? = 2).



2 o—pe 2

Figura 1.4: MV funzione fortemente suriettiva.

14 MYV cardinalita

Come accennato nel primo paragraéopossibile definire una MV cardinadit™
di un MV seta, concetto ben piampio della cardinakt dell'insieme supporto
|| , poco esplicativa nella categoria che stiamo analizzando.

Iniziamo ricordando il concetto giartizione di un intero

la partizione di un intero non negatiegpe Z* = {0,1,...,n} e,
perq # 0, una sequenza finithdebolmente decrescente di numeri
naturalid; > 1, > --- > A, t € N, tale cheqg = Z}zl/li ;seq=0,

g ammette per definizione la sola partizidhe

Si scrived + g per indicare chel & una partizione dg. A; si diceaddendo

0 parte, della partizione. Ricordiamo inoltre la funzionqéq), che conta il
numero di partizioni di un intergq € Z* , e la funzionepk(q) che conta il
numero di partizioni dig in non pu di k parti (non necessariamente distinte).
Nel seguito, oltre al pi “classico” 1, verranno utilizzate le lettere e y per
indicare le partizioni di interi, mentré e 1 indicheranno, rispettivamente, le
partizioni (uniche) diO e 1.

Introduciamo ora ldunzione di distribuzione di frequenzia una partizione,



concetto che ci sarimmediatamente utile al fine di definire un nuovo insieme:

gli MV numeri naturali

Definizione 1.2 Sia A la partizioned; > 1, > --- > A. Ladistribuzione di

frequenzali A € la funzione a valori interi

st=l{jeN; =i}, ieN.

Perie N, il cumulante i-esimdli A &

dove je N.

Ci capiter di scriveres e S; al posto dis' e S! quandal & conosciuto.

Siai; < iy < --- < I, la lista degli indicij tali chesf > 0, scriveremo allora
come(iil, : --,i?’).

Siamo cospronti per definire il nostro nuovo insieme, che chiamer@iiaN.
Definizione 1.3 Un MV numero naturalee una partizione di un numero na-
turale. UseremdVVN per indicare I'insieme di tutti gli MV numeri natura-
li. MVZ* sara I'insieme di tutti gli MV numeri naturali unito all®, unica

partizione di0.

Si noti cheN e proiettabile iNMVN attraverso I'unica mappatura che fa cor-
rispondere an € N la partizione, anch’essa unica,avente frequenze; =
n,sg =0 peri # 1. L' MVN numero naturale corrispondente a questa parti-
zionee (1") .

Un MV numero naturale: = (Ii‘1

i?f) descrive un unico MV set a meno
di isomorfismi: I' MV set aventes;, elementi di molteplicai; , j € {1,...,r}.
Viceversa,a determina univocamente I'unica partizione Y, a(a) avente
frequenzes’ = [{a € Ala(a) = i}|.

Questa corrispondenza ci porta ad una naturale definiziok&/diardinalita.



Definizione 1.4 La MV cardinalitadi o # 0, indicata conlla|| , € quell’'unico
MV numero naturale che descrive, a meno di isomorfismi, I' M\&seaivvero
il numero

(ift, i) e MVN
dove i < --- < i, rappresentano il codominiodi : A—> N, es = [{ae
Aa(a) =i}

Pera = 0, poniamg|@|| = 0. Ognia tale chella|| = v € unv-set

Cog come esiste un isomorfismo tra l'insief¥edei numeri naturali e la car-
dinalita degli insiemi finiti, esiste un isomorfismo tra I'insieM&VN degli
MV numeri naturali e la MV cardinalé degli MV set. Ancora, come si pu’

affermare:
si dicenumero naturalda cardinalif di un insieme finito
possiamo anchefl@rmare:

si diceMV numero naturaléa MV cardinalia di un MV set (avente

insieme supporto finito).

Qualche esempio ci sautile a chiarire il concetto VN e la corrispondenza

tra MV set e MV numeri naturali.
Esempio 1.5 Siad + 21la partizione5, 4,4, 4, 2, 2.

e Calcoliamo la distribuzione di frequenza 4ti
s'=|{jeNly;=1}=0

e Calcoliamo ora i cumulanti:
Si:Zjdivlsf =5/ =0
S/Zl:S/ll-l-%:Z,Sg:Sﬁ+%:0,82:5,8’é:1,



e Possiamo scrivera come<ii1, . --,iff> ,dovej<i,<---<i, elalista
degli indici j tali che § > 0. Si ha: 1 = (22,43 51).

Esempio 1.6 Sia datoy € MVN , v = (1, 3%, 42).
e vdescrive 'MV setr = {a], a3, a3, a3} : I' MV sete ha MV cardinaligi v.
e Anche I' MV sety = {c}, c3, c3, c;} ha MV cardinaliglv .
e a ey sono MV setsomorfi.
Esempio 1.7 Sia dato I' MV setr = {af, a3, a3}.
e LaMV cardinalitidia ev = |jo| = <22, 31> .
e Lacardinaliidia e n=l|a| = |Al = [{a, a2, a3}| = 3.
Esempio 1.8 Sia dato n= 5.
e E possibile una proiezione diaN in v € MVN, v = (1°) .

e vdescrive ' MV setr = {a}, &}, a3, a3, a;} : I' MV sete ha MV cardinaligl
(2.

e Lacardinaliidi a €la| = |A|l = [{a1, &y, a3, 4,85} | =5=n.
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Capitolo 2

PRINCIPI DI CALCOLO COMBINATORIO SU MV SET

“Se un uomo che non sa contare fino a quattro trova un quadrifoglio,

ha diritto alla fortuna?”
(Stanislaw Lec)

Questo secondo capitolo introduce le prime nozioni, e le prime formule, di cal-
colo combinatorio nella categoria degli MV set. In particolare, con riferimento
alla “tavola pitagorica dell’analisi combinatorid’ proveremo a trasporre la
prima riga, quella relativa al caso “DD” (palline distinguibili in scatole distin-
guibili),nella categoria in questione. Procederemo quindi elencando e cercando
di spiegare le varie formule per il conteggio di funzioni e funzioni iniettive e
suriettive (nei vari casi) tra MV set.

Cercheremo, da qui in avanti, di mantenere la stessa notazione. In particolare:

1. « ey, come nel primo capitolo, saranno, rispettivamente, dominio e

codominio di funzioni tra MV set.
2. Le cardinalid dia ey sarannda| = nely | = X.
3. Le MV cardinalit dia ey saranndla|| = v e|lyll = x .
4. Il numero di funzioni dar ay sad indicato corny” .

5. Linsieme delle MV permutazioni di , ovvero delle MV biezioni dar
in se stesso, salindicato corg,, . Il numero delle MV permutazioni sar”

invecevy!.

1Sj veda l'introduzione.
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6. Il numero di iniezioni deboli d& ay si scrivea ((y)), e vera chiamato

fattoriale decrescente debole

7. 1l numero di iniezioni forti dax a y si scriver (y), e vera chiamato

fattoriale decrescente forte

Va notato come ogni simbolo utilizzato racchiuda ési significato che rie-

voca quanto studiato nell’analisi combinatoria “classica”.

2.1 Conteggio delle MV funzioni

Iniziamo da una semplice osservazione: sotto I'azionfe:di — y un elemen-
to a™ € o pud essere mappato in ogni elementbe y . Essendo f arbitraria,
elementi diversi sono trattati in modo indipendente. Consideriamo per esempio
m

a = {a

T, ....ah"} e poniamo che[" possa essere mappatd jrelementi diy,

a,® in i, elementi diy, e cosVia. Allora, per quanto detto, il numero di pos-
sibili funzioni daa ay sa@l dato dal prodotti, - - - i,. Abbiamo costrovato
una prima formula, utile per il computo delle funzioni da un MVe&etun MV
sety, che in simboli po'essere espressa come:

¥ =[] D dv a(@)]

aca cey

dove [y(c) div a(a)] prende valore 1 se vero chey(c) div a(a) e 0 altrimen-
ti>. Da quanto detto, considerando le funzioni per il calcolo di distribuzione
di frequenza e cumulanteesimo, descritte nel capitolo precedente, possiamo

arrivare alla seguente proposizione:

Proposizione 2.1 1l numero di MV funzioni dar ay € dato da

vo= [

ieN

2La notazioneP] indica il valore di veriti del predicatd® edé dovuta a D.E. Knuth.
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Dimostrazione: Dalle osservazioni fatte all'inizio di questo paragrafo abbia-

mo che

¥ =[] D@ dve@] =[] (Z (<) div i]]' _

aca cey ieN \ cey

=] [Zsf Lj div i]r =] (Z S}r =[] (s

ieEN \ jeN ieN \jdivi ieN

O

Concludiamo il paragrafo con un ulteriore formula utile a contare le permuta-
zioni su un MV sety, ovvero il numero di MV funzioni da in se stesso. Vale

la seguente:

Proposizione 2.2 Il numero di MV permutazioni di e
yl = ﬂ s .
ieN
Dimostrazione: SiaA;, peri € N, il sottoinsieme diA costituito dagli ele-
menti di A aventi molteplicii. Una MV permutaziond : @ — « induce una
permutazione dA;, per ognii € N. Viceversa, fissare una permutazioneédi
per ognii € N corrisponde a specificare esattamente una MV partizioae di

Dato che valgA;| = ', ne segue quantdtarmato nella proposizione.

Esempio 2.1 Siano dati gli MV setx = {a3,a5} e y = {c},c3,c3} .

e Osserviama ey. Per mezzo di una MV funzione (si ricordi la definizio-
ne):
'elemento & puo essere mappato nei soli elemeni@
'elemento § puo essere mappato negli elementi &, c3

Il numero di possibili funzioni da ay sara quindi paria2-3=6.
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e Utilizziamo la prima formula che abbiamo ricavato. Secondo tale for-

mula, il numero di MV funzioni da ay é:
X" = [aca Zeey[y(0) div a(a)] =

= ([3 div 1] + [3 div 2] + [3 div 3])([6 div 1] + [6 div 2] + [6 div 3]) =

=2-3=06.

e Sfruttiamo, infine, le distribuzioni di frequenza:
XV = HiEN (S/I"/)SIV = 10-20-21.20.10.31:6_

L C33

313 *r———Ppo cll
326 *—pe
® C;

3 1

42 \: CEE
C33

ay

a3

a4y

a3

|

Cll
022

C33

Figura 2.1: Le sei MV funzioni dar = {a3,a5} a y = {c}, c3,C3}.
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Esempio 2.2 Sia datoe = {af, a5,a3} .

e |l numero di MV permutazioni sut € calcolabile con la formula! =

[Tien %V' evale2!l! =2

(i3] a7 a3 a1 a3 a3

4 a; a3 4 a3 a3

Figura 2.2: Le due MV permutazioni ia = {aZ, a3, a3} .

2.2 Conteggio delle MV iniezioni

Per il calcolo del numero di iniezioni forti tra due MV sek y occorre osser-
vare come queste derivino dalle iniezioni tra gli insiemi supporto in modo del
tutto simile a come le permutazioni su un insiemderivano dalle permutazioni

sull'insieme supporto. Si ha:

Proposizione 2.3 1l numero di MV funzioni fortemente iniettive deay &
oy =[]y -
ieN
Dimostrazione : Per ognii € N, siaA; il sottoinsieme diA composto da tutti
quegli elementi aventi moltepligii. Analogamente, si@; il sottoinsieme dC
composto da tutti quegli elementi aventi moltephgit Una iniezione forte da

a ay induce un’inieziond : A; — C;, per ognii € N. Viceversa, fissando una
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iniezionef : Ay » G, per ognii € N, siidentifica una specifica iniezione forte
daca ay. Tenendo conto chi| = 8 e|Ci| = §', ne segue immediatamente il

risultato.
O

Il calcolo del numero di MV funzioni fortemente iniettive come visto, abba-
stanza semplice. Un po’ picomplesso saril calcolo delle iniezioni deboli.
Per arrivare ad una formula, occommantrodurre alcuni nuovi concetti. Primo

tra questi, laelazione di viability:

Definizione 2.1 Sia\ € A x C la relazione binaria definita da
(ac)eV! o y(c)diva(a) .

Chiamiamo Y la relazione di viabilitytra « e y. Sea e’y sono MV set tali che
llall = v e|lyll = x, allora la relazione ¥, & isomorfa a\?. Scriviamo quindi ¥

per indicare la relazione di viability tra um-set e uny-set.
Ricordiamo quindi la definizione anatching

Definizione 2.2 1l matchingdi un grafo€ un sottoinsieme M di archi indipen-

denti, ovvero tali che nessuna coppia di essi condivida lo stesso nodo.

Data una qualsiasi relazione binaRera insiemi finitie possibile definire la
funzioneM(R) che conta il numero dnatching completili R, ovvero, seR =
X xY, il numero di matching di tutt in un un sottoinsieme di.

Siamo cospronti a contare i numero di iniezioni deboli tra due MV set:

Proposizione 2.4 Il numero di MV funzioni debolmente iniettive tnae y e

pari al numero di matching completi della relazione di viability.Mn simboli,

() = MV) .
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Dimostrazione : Osservando la definizione 8 si pu facilmente dedurre
che un matching completo ®i’ induce una iniezione debole deay. Sia ora

f : @ — y unainiezione debole. Consideriamo la relazithe A x C data
dal grafo dif : A —» C. Essendd : A — C una funzione iniettiva estendibile
ad una MV funzione da ay, F € un matching (necessariamente completo, in

quanto fe una funzioney;.

Un esempio ci sar utile a chiarire quanto detto.
Esempio 2.3 Siano dati gli MV setr = {a%,a), a3} e y = {ci,c3,C3}
¢ Ricaviamo dalla definizione la relazione di viability:

VI = {(a1, 1), (a1, C2), (82, C1), (@2, C2), (@3, C3)}.

¢ | matching completi della relazione’\sono:
M; = {(a1, C1), (82, C2), (@a, C3)}

M, = {(ay, C2), (8, C1), (as, C3)}

e |l numero di funzioni debolmente iniettive daa y € pari al numero di

matching completi della relazionelVquindiM(V)) = 2.

a €y
a; ¢
a; g———p® C3

Figura 2.3: Il grafo (bipartito) corrispondente alla relazi®fje.
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a3 —po C | ><:: Cy
) o—po a3 2
a; ¢———— o C3 a; g————— o C3

Figura 2.4: | due matching completi della relaziorg.

Conseguenza di quanto dettahe il problema del “contare il numero di inie-
zioni deboli tra due MV set” ha la stessa complesditl conteggio del numero

di matching completi in un grafo bipartito. Le relazioni di viability sono infatti
istanze di grafi sempligibipartiti su insiemi disgiunti A e C, aventi vertici in
AU C e lati diretti da A a C. In particolare possiamo dimostrare che preso un
qualunque grafo di questo tipo esistono due MV set aventi come relazione di

viability quella rappresentata dal grafo:

Proposizione2.5 Siano ANC =0, Rc Ax C (e siaG= (AUC,R) un grafo
semplice bipartito aventi lati tutti diretti da A a C). Esistono allora gli MV set
a ey tali che ' = R. Di fatto, possono essere scelti dei numeri primi come
molteplici degli elementi diy e dei numerisquare-fre& come molteplici’

degli elementi di.

Dimostrazione : Siap, € P = {2,3,5,7,...} I'i-esimo numero primo e sia
C = {cy,...,c}. Definiamoy : C — P comey(c) = pi. Per ognia € A,

poniamo:

e@= || 0.

cefcil(ac)eR

3Un grafoe semplice se e solo se non contiene autoarelit paralleli.

4Chiamiamosquare-freequei numeri interi i cui fattori primi non compaianowdi una
volta.
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Supponiamo chea(, c;) € R Abbiamo allora, per costruzione, chc;) =
p; div a(a), quindi @, ¢;) € V.. Supponiamo poi chegf, ¢;) ¢ R. In questo
casop; non compare tra i fattori primi di(a;), per cuip; non dividea(a;), €

(ai, cj) ¢ V. Abbiamo allora ch&/ = R. Per costruzionex(a;) & square-free.

O

Esempio 2.4 Sia data la relazione

R = {(a1,¢1), (a2, C2), (A, C3), (a3, C2), (@3, Ca), (a4, C4)} ,

rappresentata dal grafo semplice bipartito in figura 2.5(a).

e Costruiamo, con il procedimento descritto nella precedente dimostrazio-
ne, i due MV set ey. Nel nostro case syficiente porre|y| = 4, quindi
v sara formato da elementi aventi come moltepédiprimi quattro nu-
meri primi. Inoltre: a(a;) = y(c1) , a(ag) = a(az) = v(¢)y(Cs) , a(ay) =

y(Cs). Sihadunque:y = {c},c3,c3,cj} ,a ={aj,a> a3, aj} .

e Larelazione di viability traa e y &, come desiderato,}\= R .

iy &—po () 312 *—-po (212
) z § angz 023
as Cs 3315 035

Y e—— e C4 2 e— o C4

(@) (b)

Figura 2.5: Un grafo bipartito (a) e la relazione tra MV set associata (b).

Un ulteriore esempio mostreuno specifico caso di conteggio di MV iniezioni.
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Esempio 2.5 Siano datii due MV setr = {af,a3} e y = {c],C5,C3} .
e Utilizzando la formula descritta, ricaviamo il numero di MV funzioni
fortemente iniettive tra ey . Si ottiene:(y), = [Tien(§)s = 1.

¢ Ricaviamo ora, dalla definizione data, la relazione di viability:

Vi = {(ay, 1), (a4, C2), (A2, C1), (82, C3)}

¢ | matching completi della relazionef\sono:

M; = {(ay, €1), (82, C3)} , M2 = {(a1, C2), (2, C3)} , M3 = {(au, C2), (a2, C1)} -

¢ |l numero di funzioni debolmente iniettive daa y € pari al numero di

matching completi della relazioneyquindi M(V{) = 3.
a12 *r——po 011 312 ><:: 01l 2112 .\‘: ‘31l
323 ‘\‘: 022 a33 022 a23 \ 022
033 ® C33 (233

Figura 2.6: Le tre MV iniezioni deboli da = {a3,a}} a y = {c},C3,C3} .

Figura 2.7: L'unica MV iniezioni forte da = {a,a3} a y = {c{,c3,C3} .
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2.3 MYV partizioni

Le partizioni venivano utilizzate, nel caso classico, per il conteggio delle fun-
zioni suriettive. Allo stesso modo utilizzeremo le MV patrtizioni nella categoria
degli MV set.

Introduciamo prima un nuovo concettopilodotto cartesianali due MV set,

che non serva per il computo delle MV funzioni suriettive, ma che \gerr’
utilizzato nei capitoli seguenti e sapresente nel pacchetMathematic®

sviluppato.

Definizione 2.3 Il prodotto cartesiano di due MV sete y, indicato cona X v,
e, a meno diisomorfismi, ' MV setxy : AXC — N tale cheaxy((a c)) =

mcma(a), y(c)} , per ogni(a,c) € Ax C.
Esempio 2.6 Siano dati gli MV setr = {a2,a3} e y = {c],c3} .

e |l prodotto cartesiano dia e y é:

a Xy ={(a, 01)2, (ay, 02)2, (az, 01)3, (a, 02)6} .

Possiamo tornare alle MV partizioni. Nel caso classico, uno dei modi di in-
trodurre le partizioni di un insieme guardare la partizione di un insieme
come un insieme dibre, i blocchi della partizione, indotte sl dalla surie-
zionef : A » C. Faremo in modo che il rapporto tra MV partizioni e MV
suriezioni sia analogo.

Sia quindif : @ — y una MV funzione debolmente suriettivd. : A —» C,
funzione tra gli insiemi supporto, induce una partizionésWwna fibraB C A
sal composta da tutti quegli elementidiche la MV funzionef mappa in un
unico element@g € C. Questo elemento aamolteplicify(cg) e noi diciamo
che la fibraB ha molteplicitiy(cg). Inoltre, diciamo che ogni elemengos B
ha una molteplicd 'indotta dalla MV funzionef che saa pari a quell’unico

numero naturale, tale chemyy(cg) = a(a).
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Definizione 2.4 Una MV partizione debolali o € un MV setr in cui gli ele-
menti dell'insieme suppori, B2, ..., Bk , K€ N, sono MV set, gli MV blocchi

di 7, che soddisfano le seguenti condizioni:

1. Se B= Domg, i € {1,...,k}, allora {Bq,..., B} € una partizione di

A = Dome in k blocchi non vuoti.

2. Per ogni ac B; , Bi(@)n(B;) = a(a).

Una partizione irk blocchie spesso chiamatapartizione. Nella categoria

degli MV set k viene rimpiazzato da un MV numero naturake ||x||.

Definizione 2.5 Siaz una MV partizione debole di e siax € MVN. Diciamo
chen & unak-partizione deboleo una MV partizione debole di in xk MV

blocchi se e solo sén|| = «.

In altre parolex descrive il numero e le molteplieitdegli MV blocchi di una

k-partizione debole.
Esempio 2.7 Sia datoe = {af, a5, a3, a3, aZ} .

o m = ({25} {at. a2)% {ad. a2)®] & una (11,21, 3") - partizione debole di

a@.
o T, = {{ag )t {a], &, ag}z} e una <11, 21> - partizione debole dir .

° 3= {{ag}l, {a3}, {af, &3, ag}z} e una <12, 21> - partizione debole dix .
o 14 ={la2 a3 aj, a5 a8)!} & una(1') - partizione debole dier .

Come nella teoria classica veniva introdotto il numero di Stirling di seconda
specie, che conta il numero di partizioni di un insieme, introduciamo ora il suo

analogo.
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Definizione 2.6 ChiamiamaoVV numero di Stirling debole di seconda specie

etk

il numero dix-partizioni deboli di unv-set.

e lo indichiamo con

Passiamo ora al caso delle suriezioni forti, andando a definire la MV patrti-

zione indotta da una MV funzione fortemente suriettiva.

Definizione 2.7 Una MV partizione debol&l = {87, ...,5%} di un MV sete &

unaMV partizione fortese e solo se, perd {1,...,k} , vale:
tt=MCD{a(a)|acB;} .

Indicheremo una MV patrtizione forte con la lettera maiustbla suoi blocchi
con g; e gli insiemi supporto dei blocchi coB;. Diremo che IT € una «-
partizione forte 0 una MV partizione forte dir in x € MVYN MV blocchi, se

e solo sg|I1|| = «.
Esempio 2.8 Sia datoa = {aj, a5, a3, a3} .

o I, = {{al, a3}, {al a2}*} & una (1%,4%) - partizione forte die , percte
MCD {1,3}=1 e MCD {4,8} = 4.

o I, = {{ai, a3, aj)h, {aé}“} & una (11, 41> - partizione forte dia , perche
MCD {1,3,8} =1.

Come ga fatto per le MV partizioni deboli, anche in questo caso possiamo

introdurre la seguente:

Definizione 2.8 ChiamiamavlV numero di Stirling forte di seconda spegie

Lol

il numero dix-partizioni forti di unv-set.

lo indichiamo con
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Esempio 2.9 Sia datoa = {&Z, a3, a3} .

e L'insieme supporto dir € C = {a;,a,, a3}. Le sue partizioni sono in
numero paria $3,1)+ S(3,2)+ S(3,3)=1+3+1=5. In particolare,
le 5 partizioni di C sono:

{{au, a2, as}} , {{aw, @}, {ast} , {{an, ash (&)} . {{ag, ash {au}}

{{ad}, {@2}, {as}} -

e Alle partizioni trovate possono essere associate MV partizioni: i blocchi
delle partizioni classiche saranno i domini dei blocchi delle MV partizio-
ni. Elenchiamo dunque le partizioni su, specificando tra parentesi se

si tratta di partizioni deboli o forti:

{ta2.a3.a4)t) (FORTE)  {{a?) (ad)". (a2)2) (debole)
{{a2, a3} ad)] (debole)  {{a2}%, (a3} (al}*} (debole)
{(a3.a3)%. {a2)?} (debole)  {{ad)".{al).{ad)!} (debole)
(e, a3)", (a3)*}) (FORTE) {(a2)*, (al}*, (a2)?} (debole)
(a2, ad)t, (31} (debole) {(aZ), (all®, (al}*] (debole)
{12 ad)%, (a3)°) (debole) {(ad)? (&3)*, (ad)"} (debole)
{tad. @312 (a3)"] (debole)  {{al)?, (a3)", (25)?] (debole)
{al, @212 (a2} (FORTE) {(al)?, (a3}, (al}*] (debole)
{13 ad)%. (221} (debole)  {tad}? (ad)*, (ad)*} (debole)
[{ad. a%)%, {al)?} (FORTE) {{al) {al)’ (2%} (debole)
{122}t (@31, (a8} (debole) {{al}?. (b}’ a}}*} (FORTE)

¢ In totale abbiamo trovata22 MV partizioni deboli die . Tra queste, le

MV partizioni forti sono5 .
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2.4 Conteggio delle MV suriezioni

Le definizioni introdotte nel precedente paragrafo e, in particolare, I'introdu-
zione degli MV numeri di Stirling di seconda specie, ci permetteranno ora di
ottenere delle formule per il conteggio di MV funzioni suriettive. Per arrivare al
risultato desiderato, vediamo una nuova definizione e due lemmi che ci saranno

di supporto.

Definizione 2.9 Siano date due MV funzioni debolmente suriettive f, da
aay. fi e % sidiconoequivalenti sulle fibrese e solo se esiste una

permutazione qy — y taleche o f; = f,.

E chiaro che kquivalenza sulle fibré una relazione di equivalenza sull'in-
sieme delle suriezioni debofi : @ — y. Indichiamo con {] la classe di

equivalenza df.

Lemma2l SiaF = {[f]|f :a — y f & una suriezione debole e sia
P = { x| &unaMV partizione debole di } . La mappa che portaf] nella

MV partizione indotta da & una biezionetraF e P .

Dimostrazione : E suficiente provare che sd,] = [f,] allora f; e f, induco-
no la stessa MV partizione di . Osserviamo ché; e f, inducono la stessa
partizione (booleana) sull'insieme supportadilnoltre, una MV permutazio-
ne preserva le moltepliet quindif; e f, inducono le stesse moltepliaisulla

partizione diA .

Lemma22 SiaF = {[f]|f : a — y f & una suriezione fort¢ e sia
P = {II|II e una MV partizione forte di } . La mappa che portéf] nella

MV partizione indotta da € una biezione traF e P .
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Dimostrazione : La dimostrazione ‘analoga a quellaffaontata per il lemma

2.1.
m]

Possiamo finalmente “contare” le MV suriezioni. Otteniamo infatti, come im-

mediata conseguenza dei lemmi precedenti, le seguenti proposizioni:

Proposizione 2.6 Il numero di MV funzioni debolmente suriettiveda y €

1IIE

Proposizione 2.7 1l numero di MV funzioni fortemente suriettive day

L

Esempio 2.10 Consideriamo gli MV sete = {a2,a3,a3} e y = {c},c3} . Si

tenga presente quanto visto nellesempio 2.9 .
e Lacardinaliidiy & y = (1%, 2% .

e Osserviamo le MV partizioni di : {{ai,ag}l,{ag}z} : {{ai,ag}z,{ag}l} :
{{ag, adt, {a}}z} sono(1t, 2%y - partizioni, tra queste{{ag, ait, {ai}z} e

una(1l, 2y - partizioni forte .

e Grazie alle due proposizioni appena viste e osservando che esiste una
sola permutazione sy deduciamo che ci sono 3 MV suriezioni deboli e

una sola MV suriezione forte daay .

Esempio 2.11 Consideriamo lo stesso MV set = {af, a3, a3} e sia questa

volta y = {cj, ¢}, C3} .

e Lacardinaliadi y & y = (12,2 .
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o {(@2)% 1838 (a2 e {{al)? (a3} (a§)l} sono le uniche (12,2%) -
partizioni (deboli) di « .

e Ci sono 2 MV permutazioni st. Il numero di MV suriezioni deboli da

aaye {{ . }} x!=2-2=4.Non esistono invece MV suriezioni forti.

312 Cll
323 C22
334

Figura 2.8: L'unica MV suriezione forte da = {a3, a3, a3} a y = {c{, C3}.

2’ e—po ¢! a’ ¢!
2, &———ppo C; ay” ><:: ¢y}
2 — po ¢ 2 o— o o)
a,’ ¢! a,’ ®c
23 ;! 2 ¢!
a;’ ¢’ a;’ ¢y

Figura 2.9: Le 4 MV suriezioni deboli d& = {a7, a5, a3} a y = {c},C},C5} .
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Capitolo 3

UN PACCHETTO PER LO STUDIO DI MV SET

“Spesso si sente dire che la matematica consiste principalmente nel
dimostrare teoremiE forse il principale lavoro di uno scrittore quello

di scrivere frasi?”

(Gian-Carlo Rota)

Mathematicae un sistema per. “fare matematica”.

Scopo di questo capitoprogettare, all'interno di questo sistema, un ambiente
per lo studio degli MV set. Procederemo, dopo una breve panoramidasu
thematica allo sviluppo delle funzioni che andranno a comporre il pacchetto
mvset.re estenderanno le possikalitiel sistema di partenza permettendo agli
utenti di dfettuare le operazioni tra MV set analizzate nei primi capitoli. Le de-
scrizioni delle funzioni saranno accompagnate da utili esempi che mostreranno
come utilizzarle e, in alcune casi, descriveranno i passi compiuti nella fase di
progetto.

Il codice dell'intero pacchette disponibile in appendice A. Sono poi disponibi-

li, in appendice B, svariati esempi di utilizzo delle funzioni, che permetteranno,
se osservati in parallelo a queste pagine, di meglio comprendere i paragrafi che

seguono.

3.1 Programmarein Mathematica

Mathematica dotato di un linguaggio di programmazione ad alto livello, scrit-
to in una variante del linguaggiG, che permette di eseguire calcoli numerici

e simbolici e include una vasta libreria di funzioni che coprono innumerevoli
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ambiti della matematica. Il linguagg® interpretato e permette di utilizzare
Mathematicasia come una potente calcolatrice (si scrive una funzione e si at-
tende il risultato) sia come ambiente di sviluppo; nonostarde gossibile,
grazie ad un compilatore interno, compilare le funzioni utilizzate in maniera
intensiva al fine di aumentare la velacidi calcolo. Molte altre sono le pos-
sibilita oferte da questo sistema, per esempio la capatigenerare codice
MathML o TeX e di trattare funzioni scritte i€ 0 FORTRAN

Mathematicae composto essenzialmente da due parkerhele il front end

Il front endeé I'interfaccia verso I'utente e viene chiamaotebook Il kernele

il motore di calcolo e comunica confiont endattraversamathlink E inoltre
possibile sfruttare kkernelcome motore di calcolo all'interno di altri linguaggi,
grazie ad opportune librerie di funzioni.

Mathematicasupporta diversi paradigmi di programmazioneegubssibile sce-
gliere caso per caso sepid conveniente adottare tecniche di programmazione
procedurale o orientata agli oggetti o, ancora, di programmazione funzionale
o rule-based. Anche semolto difusa la programmazione procedurale, rara-
mentee I'approccio migliore in un ambiente simbolico come questo e spesso
tecniche di programmazione funzionale e rule-based portano a risolvere i pro-
blemi in maniera pi'semplice edficiente. Un breve cenno a queste tecniche

diventa quindi d’obbligo:

L a programmazione funzionale & uno stile di programmazione che consi-
ste in funzioni applicate a argomenti e funzioni. Sorprendentemente
guesta tecnica permette di scrivere programmi molto complessi; inol-
tre, ci permette di trattareffecientemente liste e strutture dati in gene-
re, manipolando questi oggetti interamente piuttosto che, come si usa
nella programmazione procedurale, prendere ogni elemento e trattarlo

separatamente.
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Un programmarule-based consiste in una collezione di definizioni di fun-
zioni dello stesso tipo, in cui ogni definizioeevalida per un dato valore
del parametro in ingresso. La programmazione rule-basedepsére
il modo piu semplice perf@rontare alcuni problemi, pereh’unica co-
sa che occorre fare scrivere quella collezione di regole che permette
al sistema di scegliere che funzione applicare nei vari casi. Questa tec-
nica applicata in casi abbastanza problematici (numerose condizioni da

analizzare sui parametri ricevuti) evita di scrivere programmi “spaghetti”.

3.2 Il linguaggio di Mathematica

Descriviamo brevemente com& come si comporta il linguaggio utilizzato per
sviluppare il pacchettmvset.mPartiamo dalle basi: un’espressidviathema-

tica e una stringa di simboli nella forma
o[o,o0...]

dove con il simbolo o indichiamo un segnaposto che@assere sostituito

da simboli atomici (numeri, simboli e stringhe) o altre espressioni. Un’espres-
sione pw quindi essere annidata. Questka rappresentazione interna di ogni
cosa inMathematica e questo rende la programmazione semplice e potente.
Il comandoFullForm ci permettea di ricavare la rappresentazione in termi-

ni di espressione, ovvero la rappresentazione interna, di ogni istruzione. Ad
esempio, scrivendbullForm[a+b] siotterd in rispostéPlus[a,b]. Un pro-
gramma nore quindi altro che una espressione e tutto quelloMhthematica

fa e osservare le regole contenute nel programma e valutare la dovuta espres-
sione.

In Mathematicae possibile utilizzare variabili. Assegnando un valore a una
variabile € possibile scegliere se questa preadea subito e per tutta I'ese-

cuzione il valore calcolato dell’espressione assegnata oppure se questo valore



30

verra calcolato ad ogni utilizzo della variabil& inoltre possibile I'utilizzo di

liste e tabelle multidimensionali, I'utilizzo di regole che permettano la sostitu-
zione di valori a simboli contenuti nelle espressioni, la riscruttura di funzioni
esistenti e la programmazione di nuove funzioni. Un metodo per scrivere fun-
zioni complesse T'utilizzo di moduliche permettano di conservare le variabili
localmente, senza modificare il valore di eventuali variabili omonime esterne.
Ancora,e possibile utilizzare la ricorsione e tecniche di programmazione dina-
mica, e sono presenti funziobo , For eWhile per I'esecuzione di cicli.

Come si evince dalla rapi@itdi questa descrizione, n@nostra intenzione
descrivere nel dettaglio il linguaggio, ma vogliamo comunque introdurre le
particolari funzioni, utilizzate frequentemente in seguito, che permettono I'ap-
proccio alla risoluzione di un problema con una tecnica di programmazione

funzionale.

Map € una delle piimportanti funzione utilizzate nella programmazione fun-
zionale e permette di mappare una funzione sugli argomenti di un’al-
tra funzione. Ad esempio, I'espressiaep[ Log,{ a, b, c}], do-
ve {a,b,c} e una lista, restituar {Log[a],Log[b],Log[c]}, mentre
I'espression@lap[Log,Plus[a,b]] restituidPlus[Log[a],Log[b]]
ovveroLog[a]+Log[b] . Map[g,f[x,y]] pud anche essere scritto,

abbreviando, comg/@f[x,y].

Apply sostituisce I'intestazione di una espressione con una nuova intestazione.
Per esempiofApply[List,a+b+c]] restituira la lista{a,b,c}. Anche
per questa funzione esiste una forma abbreviata; nel nostro caso avremmo

potuto scriverdist @@ (a+b+c).

Thread e una funzione particolarmente utile quando si vogliono fare sostitu-

zioni multiple in una sola volta. L'espressiofieread[{a,b}->{1,2}]
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ci permettea’infatti di ottenerga->1,b->2} . Piu in generale, la funzio-

neThread[f[{x,y}, {u,v}] dam@ come risultatd f[x,u], f[y,v]}.

Outer fa essenzialmente le stesse cos#ati, mae applicata a funzioni di
piu variabili. In particolareQuter[Plus, {a,b,c}, {x,y}] restituisce

{{a+x, a+vy}, {b+x, b+y}, {c+x, c+ y}}

3.3 Rappresentazionedi MV set

Possiamo iniziare a descrivere passo passo le fasi dello sviluppo del pacchetto
mvset.m La prima decisione da prendere riguarda la rappresentazione di un

MV set. Ricordiamo che un MV set solitamente rappresentato come:

my

a={a",...,a"}

dove A = {a,...,a,} € linsieme supporto ex(a)) = m, peri € {1,...,n}.
Occorre osservare che per il calcolo delle funzioni studiateficiente cono-

scere la molteplicda m, degli elementi del’MV set, ovvero noa hecessario
conoscere come ésattamente un MV set, ma basta conos@erteno di iso-
morfismi Gli MV set « = {a2,a3} e y = {c,c3} saranno per le nostre funzioni

la stessa cosa. A questo punto, ci saranno due diversi modi per definire, a meno
di isomorfismi, un MV set: potremo elencare le moltepéiaitei suoi elementi
oppure descrivere la distribuzione di frequenza delle moltegliditel primo

caso I'MV set saa rappresentato, iMlathematicada una lista di molteplicit”

e vera assegnato con
a = {ml7m27'-'7n}1}'
Nel secondo caso la sua rappresentazioreeane lista di distribuzioni di fre-

quenza, dove al primo posto ci adrhumero degli elementi aventi moltepligit™

1, al secondo il numero di quelli aventi moltepl&cR e cosvia. Si pota quindi
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assegnare un MV set a una variabitecon il comando

a=1{%,%,...}.

Questee'il punto di partenza: ogni funzione che a@rogrammata lavorarsu

liste di questo tipo. Possiamo notare che la prima rappresentazione permette
di risalire direttamente alla cardinaitdell'insieme supporto di un MV set

uguale alla lunghezza della lista e calcolabileViathematicacon la funzione
Length[a]. La seconda rappresentazianawvece espressione dellMV cardi-
nalita del’'MV set.

E utile, nei due casi visti, sviluppare funzioni per testare se unaditarap-
presentazione corretta di un MV set. Per quanto riguarda la prima forma di
rappresentazione si davwverificare se tutti gli elementi della lista sono inte-

ri e positivi, nella seconda forma sono invece accettabili come elementi anche

valori nulli. Le funzioni per &ettuare questo controllo saranno:

MVTestQ[L_] :=And[Head[L]===List,Apply[And,Flatten
[{Map[IntegerQ,L],Map[Positive, L]}]11]
MVTestFQ[L_]:=And[Head[L]===List,Apply[And,Flatten
[{Map[IntegerQ,L],Map[NonNegative,L]3}]1]1]

Analizziamole brevemente. Diciamo innanzitutto che il nome assegnato a que-
ste funzioni segue uno schema tipico nella programmaziohaitmematica

il nome definisce il comportamento della funzione, le parole che lo compon-
gono sono scritte per esteso, unite tra loro e iniziate da una lettera maiuscola.
Noi inizieremo conMV tutti i nomi di funzioni che si occupano di MV set e
termineremo peF i nomi di quelle funzioni che agiscono su distribuzioni di
frequenza. Prestiamo attenzione alla prima funzione. L'utilizzmapnon fa

altro che applicare i teshtegerQe Positivead ogni elemento della lista rice-

vuta in ingresso. La funzionElatten “appiattisce” poi quello che riceve, in
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pratica trasformando una lista di liste in una lista semplice formata da tutti gli
elementi coinvolti. Il risultato che si ottiereeuna lista di valori di veré che
saranno tutti uguali rue solo se tutti gli elementi sono interi (testettuato da
IntegerQ e positivi (Positivg. Sostituendo alla funzionest la funzioneAnd

si ricava una congiunzione logica dei valori di varithe, insieme al controllo

del fatto che l'ingresso sia una lista, fornisce in uscita il vatone solo se il

teste verificato, ovvero se l'input rappresenta un MV set. Analetmseconda
funzione.

Si vuole,a questo punto, mettere a disposizione dell’'utente un metodo per pas-
sare da una rappresentazione ad un’altra. Per fare questo, sono state sviluppate

le seguenti funzioni:

MVFrequency[a_?MVTestQ] :=If[a==={}, {03},

Table[Count[a,i],{i,Max[a]}]]
MVMultiplicity[af_?MVTestFQ]:=Flatten[Table
[Table[i,{j,af[[i]]1}],{i,Length[af]}]]

Quando una funzione verrrichiamata,Mathematicaprocedea a verificare
I'input per mezzo delle funzioni viste precedentemente e solo se il test risulta
soddisfatto vema valutata I'espressione seguente. | @8iTestQ e ?MVTestFQ
verranno utilizzati in ogni funzione che sasviluppata: non sarquindi pos-
sibile eseguire le funzioni del pacchetto su un qualunque ingresso, ma solo
quando I'argomento ricevuto dalla funzioeein MV set.

Analizziamo le funzionMVFrequency e MVMultiplicity . La prima riceve

in ingresso un MV set rappresentato come lista di molteplieitrea una lista
avente nella posizioneesima in numero di elementi, contati Geunt, aventi
molteplicitai. Per farlo,e utilizzata la funzion@able[expr, {i, imax}]

che genera la lista dei valori dixpr peri che va da 1 amax La seconda

riceve invece una lista di distribuzioni di frequenza e, preso ogni vajorella
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posiziond, non fa altro che scrivere nuove liste ricopiando gesolte il valore

di i. Queste liste saranno gli elementi di una lista che la funzidreten
provvedea a rendere semplice (monodimensionale).

Possiamo fettuare un ulteriore controllo su MV set: il test di uniforenitUn

MV set si dice infattiu-uniformese tutti i suoi elementi hanno la stessa mol-
teplicita. Dato un tipo di dato MV set, questo aar-uniforme se la lista che

lo rappresenta contiene tutti elementi uguali, oppure, nel caso sia utilizzata la
distribuzione di frequenza, se solo un valore della ksthverso da 0.

Le funzioni che eseguono questa verifica sono:

MVIsUniform[a_7?MVTestQ]:=Apply[Equal,a]
MVIsUniformF[af_?MVTestFQ]:=
(Length[Select[af,#!=0 &]]==1]|
Length[Select[af,#!=0 &]]==0)

Siamo pronti per entrare nellambieriathematicee iniziare a testare queste
prime funzioni. Apriamo quindi unotebookvuoto. Una volta aperto un foglio
di lavoro, per accedere alle funzioni del pacchetto occorre importarlo con il

comando
<<mvset.m

A questo punto si pu procedere all'utilizzo di tutte le funzioni descritte in
questo capitolo. Ricordiamo che il nome delle funzioni deve essere scritto per
esteso e che il parametro passato alle funzioni deve essere un MV set: in ca-
so contrarioMathematicanon daa nessun messaggio di errore, pe;,chon
conoscendo nessuna funzione avente quel nome e quei parametri di ingresso,
considereat I'espressione appena scritta come una nuova espressione. Per ogni
funzionee disponibile urhelpin linea, che descrive brevemente le caratteristi-

che della funzione, i parametri in ingresso e il valore ritornato. Per richiamare
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I" helpsono disponibili due comandtNomeFunzione, che silimita a descrive-
re la funzione &?NomeFunzione, che aggiunge la definizione della funzione
ede molto utile per osservare il comportamento di funzioni dinamiche.

Importiamo allora, prima di tutto, il pacchettovset.m
In:= << mvset.m

Mathematicanon A nessuna risposta: vuol dire che tigtandato bene. Asse-

gnamo quindi un MV set a una variabile, che chiameremb:

In:= a = {1,1,2,3}

out= {1,1,2,3}

Possiamo ora verificare see realmente un MV set. Procederemo poi asse-
gnando alla variabilaf la trasformazione da in un MV set rappresentato
come distribuzione di frequenza, per poi testare il contenutafdi Infine,

proveremo le funzioni per verificare I'unifornait Quello che si ottiene:"

In:= af = MVFrequency[a]
Out= {2,1,1}

In:= MVMultiplicity[af]
Out= {1,1,2,3}

In:= MVTestQ[al]

Out= True

In:= MVTestFQ[af]

Out= True

In:= MVTestQ[{1,0,2}]
Out= False

In:= MVIsUniform[a]

INell'utilizzare Mathematicachiameremo, per comodityli MV set con lettere minuscole,
anzicke con le solite lettere grecheey .
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Out= False

In:= MVIsUniform[{4,4,4}]

Out= True

In:= ?MVTestQ

Out= MVTestQ[L] restituisce True se L & una lista di
interi positivi.

In:= ?7?MVIsUniform

Out= MVIsUniform[a] restituisce True se a €& un MV set
u-uniforme, False altrimenti.

Out= MVIsUniform[a_?MVTestQ]:=Equal@@a

34 Prodotto cartesianotra MV set

Affrontiamo come primo problema quello del calcolo del prodotto cartesiano
tra due MV set. Ricordiamo che il prodotto cartesiano di due MVasety,
indicato cone x y,é "MV set a xy : AXC — N tale che:

a X y((a, ¢)) = mcma(a), y(c)}, per ogni g,c) € AxC.

La creazione di questo nuovo MV set aviemediante la funziongable, che
inserira in una nuova lista i valori dei minimi comuni multipli tra ogni elemento

di « e ogni elemento dy. La funzione prodotta :

MVCartesianProduct[a_?MVTestQ,c_?MVTestQ]:=
Flatten[Table[LCM[a[[i]], c[[j11],
{i, Length[a]},{j,Length[c]}]]

Apriamo allora il nostranotebooke andiamo a testare questa nuova funzione.
Osserveremo, in questo caso, anche i risultati intermedi, per seguiréecos’
fasi dello sviluppo della funzione. Questi passi saranno ripetuti in seguito solo

nei casi in cui questo possa aiutare a capire meglio il significato delle funzioni
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utilizzate. Precisiamo inoltre che il simbcdkoriene sostituito, ifMathematica

con 'output dell’'ultimo comando eseguito.

In:= 7?MVCartesianProduct
Out= MVCartesianProduct[a,y] restituisce 1’MV Set aXxy,
prodotto Cartesiano di a e y.

In:= a={1,2,2}

Out= {1,2,2}

In:= c={(2,3}

Out= (2,3}

In:= LCM[a[[1]1],c[[1]]]
Out= 2

In:= Table[LCM[a[[i]l],c[[j]1]1],{i,Length[al},
{j,Length[c]}]

out= {{2,3},{2,6},{2,6}}

In:= Flatten[%]

Out= {2,3,2,6,2,6}

In:= MVCartesianProduct[a,c]

Out= {2,3,2,6,2,6}

3.5 Conteggiodi MV funzioni e permutazioni

Entriamo nella parte centrale dello sviluppo del pacchefttoor@tando prima

di tutto il problema del conteggio di MV funzioni. Ricordiamo le formule

¥ =[] D dv a(a)]

ricavate:

aca cey
v =[]
ieN

La prima formula sax utilizzabile quando in ingresso si ha la lista delle molte-

plicita degli elementi, la seconda quando si utilizza la distribuzione di frequen-
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za.
Veniamo al primo caso. Il controllo del valore del predicat(] div a(a)] puo
essere @ettuato con la funzionkod, verificando se il resto della divisione inte-
raé nullo. E suficiente quindi porre questa espressione all'interno di funzioni
per il calcolo di sommatoria e produttoria, correttamente indicizzate. Possiamo

quindi scrivere:

MVFunctions [a_7MVTestQ,c_7?MVTestQ] :=
Product[Sum[If[Mod[a[[i]],c[[j]1]1]==0,1,0],
{j,Length[c]}],{i,Length[a]}]

Nel secondo caso occorre calcolare il valore del cumulaegmoS;, pari a
2 divi sf , dove glis; sono elementi della lista ricevuta in ingresgosemplice,

a questo punto, scrivere la funzione per il conteggio di MV funzioni, che sar

MVFunctionsF[af_?MVTestFQ,bf_?MVTestFQ]:=
Product[If[af[[i]]==0,1, (Sum[
If[Mod[1,j]==0,b£[[j]],0],{j,Length[bf]}])
"af[[i]]],{i,Length[af]}]

Andiamo a confrontare, con l'ausilio dilathematica i risultati prodotti da

queste due funzioni :

In:= a={2, 3, 4, 5, 5, 6}
Out= {2, 3, 4, 5, 5, 6}
In:= ¢ = {1, 2, 3, 4}

Out= {1, 2, 3, 4}

In:= af = MVFrequencyl[al
Out= {0, 1, 1, 1, 2, 1}
In:= cf = MVFrequency[c]

Out= {1, 1, 1, 1}
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In:= MVFunctions[a, c]
Out= 36
In:= MVFunctionsF[af, cf]

Out= 36

Possiamo introdurre un’ulteriore funzione, per il calcolo delle MV permutazio-
ni su un MV set. Sfruttando le distribuzioni di frequenza, possiamo calcolare il

valore div! = []iev ! per mezzo della funzione:

MVPermutationsF[af_7?MVTestFQ] :=

Product [ af[[i]]! , {i, Length[af]}]

Nel caso I'ingresso fosse fornito come lista di moltepdiait limitiamo a tra-
sformarlo nella seconda forma. Per il computo di MV permutazioni si utilezer

in questo caso la funzione:

MVPermutations[a_?MVTestQ] :=

MVPermutationsF [MVFrequencyl[a]]

Con riferimento all’'ultimo esempio visto, andiamo allora a calcolare il numero

di MV permutazioni sul’MV seta:

In:= MVPermutations[a]

Out= 2

3.6 Conteggiodi MV iniezioni forti

Ricordiamo la formula per il calcolo del numero di MV funzioni fortemente

iniettive tra due MV set:

oy =[] -

ieN
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Quello che ci servee una funzione per il calcolo del fattoriale decrescente
(X)n = X(x=1)---(x—=n+ 1). Ne scriveremo una nuova, sfruttando la fun-
zionePochhammer, inclusa tra le librerie di base #Mathematicache calcola

il fattoriale crescentéx), = x(x+ 1)---(x+ n—-1). Chiameremo questa nuova

funzioneDFactorial:

DFactorial [x_Integer, n_Integer] :=

Pochhammer[x - n + 1, n]

DFactorial , come evidente, non fa altro che calcolare un fattoriale crescente,
sfruttando il fatto chex),, = (x—n+ 1),.
La funzione sviluppata per il calcolo del numero di MV iniezioni forti, ricevuti

in ingresso due MV set come distribuzione di frequenza delle molteplécit”

MVStronglyInjectiveFunctionsF
[af_?MVTestFQ,bf_7?MVTestFQ]:=Module[{nbf},If
[(Length[bf]<Length[af])&&(af[[Length[af]]]!=0),
0,nbf=PadRight[bf,Length[af]];Product[DFactorial
[nbf[[i]],af[[i]]1],{i, Length[af]}]]]

Proviamo ad analizzare questa funzione. Osserviamo, innanzitutte,sth&"
utilizzato un modulo.Module[{x, y, ... }, expr] permette di definire
delle variabilix e y che all'interno delle espressioexpr verranno trattate co-
me locali. Lutilizzo della funzionadRight[list, n] permette inoltre di
portare una lista alla lunghezaaccorciandola oppure riempendola di zeri alla
destra. In pratica, la funziot®StronglyInjectiveFunctionsF, dopo aver
effettuato un controllo sulla possibditdi esistenza di iniezioni forti (se 'MV
setaf possiede elementi con molteplinaggiore della moltepli@tmassima

in b£ non possono esistere MV iniezioni forti tra i due MV set, perdonh sa-

rebbe possibile preservare le moltephgjtproduce a partire da una lidié la
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nuova listanbf della stessa lunghezza alf . La produttoria viene poi calco-
lata utilizzandmbf anzickebf, in modo da permettere il calcolo dei fattoriali
decrescenti per ogni valore &f.

Andiamo a studiare in un foglio di lavoro il funzionamento della funzione.

Iniziamo assegnando un valore a due MV set:

In:

af = MVFrequency[{1l, 2, 3}]
Out= {1, 1, 1}
In:= bf = MVFrequency[{l, 2, 2, 3, 4, 4, 5}]

Out= {1, 2, 1, 2, 1)

Procediamo verificando il funzionamento delle istruzioni interne al modulo,

ovvero il test e I'istruzion®adRight :

In:= Length[bf]<Length[af]&&af[[Length[af]]]!=0
Out= False
In:= PadRight[bf, Length[af]]

Out= {1, 2, 1}
Infine, invochiamo la funzione sviluppata:

In:= MVStronglyInjectiveFunctionsF[af, bf]

Out= 2

Non ci resta che sviluppare la funzioM&StronglyInjectiveFunctions :
utilizzeremo la funzione che riceve in input MV set rappresentati come distri-
buzioni di frequenza delle molteplieit premurandoci di trasformare i nostri

argomenti nel formato corretto.

MVStronglyInjectiveFunctions
[a_?MVTestQ,c_7?MVTestQ]:=
MVStronglyInjectiveFunctionsF

[MVFrequency[a],MVFrequency[c]]
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3.7 Conteggiodi MV iniezioni deboli

Come visto nei precedenti capitoli, il calcolo del numero di funzioni debol-
mente iniettive tra due MV set nam semplice come i castfeontati sino ad
ora. Il nodo della questioreil calcolo del permanente, necessario per arrivare
al risultato finale. Occorre quindi sviluppare due funzioni intermedie prima di
passare alle iniezioni deboli: una si preoccapeér produrre una matrice rap-
presentante la relazione di viability tra due MV set, la secondaeadidita del
tutto generale (non dipendecice dalla categoria in cui stiamo lavorando) e
calcoler il permanente di una qualsiasi matricg m.

Partiamo dalla prima; chiameremo questa funzidiwbilityMatrix :

ViabilityMatrix[a_7?MVTestQ,c_7?MVTestQ]:=
Array[If[Mod[a[[#1]1],c[[#2]1]]1==0,1,0]
&, {Length[a],Length[c]}]

ViabilityMatrixF[af_7?MVTestFQ,cf_7?MVTestFQ]:=
ViabilityMatrix[MVMultiplicity[af],
MVMultiplicity[cf]]

Quello che facciame produrre una matrice di dimensione pan & x (dove,

dati gli MV seta ec, parametri della funzione = |al e x = |c|) per mezzo della
funzioneArray. Riempiamo poi questa matrice ponendo ogni suo elemento
Vi; paria fli] div c[j]] .

Guardiamo come lavora la funzione prodotta:

In:= a = {4, 6, 8}

Out= {4, 6, 8}

In:= c=1{2, 3, 4, 6, 6, 8}
Out= {2, 3, 4, 6, 6, 8}

In:= v = ViabilityMatrix[a, c]



43

Out: {{1’0’1’0’0’0}’ {1’1’0’1’1’0}’ {1’0’1’0’0’1}}

In: MatrixForm[%]

Out=
1 01 000

110110
101001

Il calcolo del permanente della matrice risultante cedanumero di matching
completi della relazione di viability, ovvero il numero di MV iniezioni deboli
traidue MV set.

Veniamo quindi al calcolo del permanente. Diversi sono gli algoritmi reperibili
per dfettuare questo calcolo, molti dei quali si occupano di dare una soluzione
a questo problema per approssimazione. A noi serve un algoritmo esatto e che
lavori bene nel nostro caso, in cui la matrice coinveltaompostada soliO e 1.

Abbiamo quindi preferito scrivere una funzione nuova:

Permanent[{}] := 0;
Permanent[{{sequence___}}]:=Plus[sequence];
Permanent[v_7?MatrixQ]:=
Module[{pivot,temp}, temp=Map[Count[#,0]&,Vv];
pivot=Min[Flatten[Position[temp,Max[temp]]1]];
(Permanent [v]=Sum[If[v[[pivot]][[i]]==0,0,
v[[pivot]][[i]]*Permanent [Map[Drop[#,{i}]&,
Drop[v,{pivot}]]]],Length[v[[1]]1]1}1)];

Il nostro algoritmo lavora in pratica scegliendo una riga della matrice, pren-
dendo un elemento non nullo di questa e calcolando il prodotto tra questo e il
permanente del minore ottenuto dalla matrice eliminando lariga e la colonnain
cui e presente I'elemento considerato. La funzierguindi ricorsiva e per ogni

elemento della riga scelta richianaegze stessa sui minori fino a giungere ad un
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vettore riga (composto da un solo elemento nel caso l'ingresso sia una matrice
quadrata) per poi calcolare la somma degli elementi del vettore e, infine, pro-
cedere a ritroso ricalcolando i prodotti. Cerchiamo di analizzarla in dettaglio,
a partire dalla terza espressione, quella che riceve come parametro in ingresso
una matrice (la verifice dfettuata per mezzo della funzioMetrixQ) .

All'interno del modulo sono utilizzate le variabtlemp epivot. Alla prima va-

riabile viene assegnato, per mezzo dell'istruzitap [Count [#,0]&,v], un
vettore avente nella posiziond numero di zeri presenti nella rigaesima del-

la matrice in ingresso. LAunzione anonim@ount [#,0]& Si comporta esatta-
mente come una normale funzione in cui il parametroavsostituito al simbolo

#. La funzioneMap mappea questa funzione sulla matrieeproducendo co-

me risultato un vettoréCount[v[1],0],...}. Alla variabile pivot vera poi
assegnata la posizione della riga avente il maggior numero di zeri, calcolata su
temp tramite I'espressiondin[Flatten[Position[temp,Max[temp]]]].
L'utilizzo di una riga pivot velocizza notevolmente I'algoritmo, peeaiel pas-

S0 successivo la ricorsione avvesolo per i valori non nulli della riga, mentre

ai valori nulli vera immediatamente assegnato valore 0. Listruzione successi-
va dfettues la ricorsione: il valore del permanente della matkide ingresso

sal| uguale alla somma dei valori non nulli della riga pivot moltiplicati per i
permanenti dei rispettivi minori.

Ripercorriamo quanto detto in utotebook Mathematicasservando i risultati

via via prodotti dalle funzioni all'interno del modulo. Consideriamo i due MV
set dell'ultimo caso visto e calcoliamo, prima di tutto, il valore delle variabili

usate internamente al modulo:

In:= temp = Count[#, 0] & /@ v
Out= {4, 2, 3}
In:= Position[temp, Max[temp]]

Out= {{1}
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In:= Flatten[%]

Out= {1}
In:= Min[%]
Out= 1

In:= pivot = Min[Flatten[Position[temp, Max[temp]]]]

Out= 1
Osserviamo quindi come viene selezionato il minore della matrice:

In:= MatrixForm[v]

Out=
1 01 00O

11011
101001

o O

In:= MatrixForm[Drop[v, {pivot}]1]

Out=
110110
1 01 001
In:= Drop[#1, {1}] & /@ %
Out=

10110
01001

All'interno del modulo viene richiamata la funzioRermanent su questo mi-
nore e il valore restituite moltiplicato per il valorer[ [pivot]][[1]] . Que-
sto avviene per ogni tale chev[[pivot]][[i]]!=0 . | valori ottenuti dai

prodotti vengono quindi sommati. Nel caso che stiamo considerando si ottiene:

In:= Permanent[v]

Out= 13
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Va notato l'utilizzo di meccanismi dinamici in questa funzione. |l valore del
permanente noe infatti semplicemente calcolato e restituito, ma, insieme ai
valori dei permanenti di tutti i minori, viene memorizzato come definizione di
una nuova funzione. In pratica ad ogni esecuzione della funZieneanent
verranno accumulate nuove informazioni. Successivamente, qivattie ma-
ticaincontrea la chiamata della funzione su matrici o minoa gioti, restituia
immediatamente il risultato conosciuto.

L’ help di Mathematicaci puo essere d’aiuto nell’osservare la dinanaaitel-

la funzione. Ricordiamo infatti che il coman@@NomeFunzione restituisce,
oltre alla descrizione della funzione, la sua definizione. Apriamo allora un fo-
glio di lavoro e vediamo cosa succede alla funzieeemanent dopo un suo

utilizzo.

In:= ??7 Permanent
Out=

Permanent [M] restituisce il permanente della matrice M.

Permanent[{}] := 0

Permanent [{{sequence__}}] := +sequence
Permanent [v_?MatrixQ] := Module[...]
In:i= v

Out= {{1,9,1,0,0,06},{1,1,0,1,1,0},{1,0,1,0,0,1}}

In:= Permanent[v]

Out= 13

In:= 7?77 Permanent

Out=

Permanent [M] restituisce il permanente della matrice M.
Permanent[{}] := 0

Permanent[{{1, ®, 1, 1, 0}, {6, 1, 0, 0, 1}}] = 6

Permanent[{{1,1,1,1,0},{1,0,0,0,1}}]1=7



47

Permanent[{{1,9,1,09,0,0},{1,1,0,1,1,6},{1,0,1,0,0,1}}1=13
Permanent [{{sequence__}}] := +sequence

Permanent[v_?MatrixQ] := Module[...]

Non ci resta altro che spiegare le due definizionpelirmanent che abbiamo
inizialmente tralasciato. La prima assegna valore 0 al permanente di un vettore
nullo, la seconda restituisce la somma degli elementi di un vettore monodimen-
sionale. La programmazione della funzianguindirule-based tre diverse de-
finizioni sono date per la stessa funzione, e fifatiente valore dell’argomento
ricevuto determina quale espressione aeffettivamente eseguita.

Possiamo passare al calcolo del numero di MV iniezioni deboli tra due
MV set che, arrivati a questo punte, ffancamente banaleE infatti sufi-
ciente richiamare la funziongiabilityMatrix sui due MV set e calcolare

il permanente della matrice ottenuta:

MVileaklyInjectiveFunctions
[a_?MVTestQ,c_7?MVTestQ] :=

Permanent[ViabilityMatrix[a,c]]

MVileaklyInjectiveFunctionsF
[af_?MVTestQ,cf_7?MVTestQ] :=

Permanent[ViabilityMatrixF[af,cf]]

Utilizzando gli MV seta e c visti prima, possiamo verificare come il cal-
colo della funzionglVieaklyInjectiveFunctions su di essi dia lo stesso

risultato ottenuto con il calcolo del permanente:

In:= a = {4, 6, 8}
Out= {4, 6, 8}
In:= c={2, 3, 4, 6, 6, 8}

Out= {2, 3, 4, 6, 6, 8}
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In:= MVWeaklyInjectiveFunctions[a,c]

Out= 13

Riguardo alla funzionermanent, e di conseguenza anche alle funzioni per il
conteggio di MV iniezioni deboli che la utilizzano, occorre osservare cloe pu”
essere necessario, per produrre risultati, incrementare il valore del parametro di
sistema$RecursionLimit . Per farlo,e suficiente il semplice assegnamento:

$RecursionlLimit = nuovo_valore.

3.8 Calcolo del permanente

Nel precedente paragrafo abbiamo visto come vidigttaato il calcolo del nu-
mero di funzioni debolmente iniettive tra due MV set e abbiamo detto che la
parte centrale di questo calcolo risiede nella funziPewmanent.

Vogliamo ora staccarci per un attimo dalla descrizione del pacchetto per sof-
fermarci sulla funzione per il calcolo del permanente. Proporremo una diversa
soluzione per risolvere il medesimo problema e cercheremo di fare un confron-
to tra questa funzione e quella inserita nel pacchetto.

La soluzione alternativa ci viene ddathworlded€ proposta da Eric W. Weis-
steirf. Andiamo a presentarla e ad osservare il suo comportamento all'interno

di un notebook

In:= AltPermanent[m ?MatrixQ]:=
With[{v=Array[x,Length[m]]},

Coefficient[Times @@ (m. V), Times @@ v]]

In:= try={{1,1,0,60},{1,1,1,0},{1,1,0,0},{1,1,0,1}}
Out= {{1,1,9,0},{1,1,1,6},{1,1,0,0},{1,1,0,1}}

In:= MatrixForm[try]

2Eric W. Weisstein. “Permanent”. From MathWorld—A Wolfram Web Resource.
httpy/mathworld.wolfram.corfPermanent. htm1999-2004 Wolfram Research, Inc.
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L T e
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v = Array[x, Length[try]]
{x[1],x[2],x[31,x[4]}

MatrixForm[v]

X[1]
X[2]
X(3]
(4]

MatrixForm[try. v]

X[1] + x[2]
X[1] + x[2] + X[3]
X[1] + X[2]
X[1] + x[2] + x[4]

Times @@ (try. v)
(x[11+x[21)2(x[1]+x[2]+x[3]) (x[1]+x[2]+x[4])
Expand[%]

x[114+4x[1]13x[2]1+6x[1]1%x[2]%+4x[1]1x[2]3+x[2]%+

x[113x[3]1+3x[1]1%x[21x[3]1+3x[1]1x[2]1%x[3]+x[2]3x[3]+

x[113x[4]1+3x[1]1%x[21x[4]1+3x[1]1x[2]1%x[4]+x[2]3x[4]+

x[1]%x[3]1x[4]+2x[11x[2]1x[3]1x[4]+x[2]1%k[3]1x[4]

In:=

Out=

Times @@ v

x[1] x[2] x[3] x[4]
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In:= Coefficient[Times @@ (try. v), Times @@ v]
Out= 2

In:= AltPermanent[try]

Out= 2

In:= Permanent[try]

Out= 2

Descriviamo, in breve, il comportamento della funzione di Weisstein. Innanzi-
tutto si prende un vettore colonng1], x[2], ..., X[n]), doven & la dimensione
della matrice. Si calcola poi il prodotto (riga per colonna) tra la matrice di
partenza e questo vettore. Le componenti del vettore risultante vengono quindi
moltiplicate tra loro ottenendo un polinomio nelle variabdli], ..., x[n] : il
codficiente del termine[1]x[2] - - - X[n] del polinomio, ovvero del termine in

cui compaiono tutte le variabili, sail permanente della matrice data.

La funzioneAltPermanent, come la quasi totakt degli algoritmi disponibi-

li, lavora solamente su matrici quadrate, mentre la nostra funzione considera il
permanente di matrici rettangolari. Nel nostro caso serviva infatti, data una re-
lazioneR = XxY, calcolare il numero di matching di tut¥in un sottoinsieme

di Y e proprio per questo motivo abbiamo esteso la definizione di permanen-
te. A questo punto, peffiettuare dei confronti tra le funzioni viste, potremmo

modificare la definizione di Weisstein in:

PermanentNew[m_7?MatrixQ] :=
With[{v=Array[x,Length[m[[1]1]1]1]1},
Apply[Plus,Coefficient[Times@@(m. v),
Map[Apply[Times,#]&,KSubsets[v,Length[m]]]1]1]1]

Preferiamo per, su queste pagine, evitare I'utilizzo di questa variante, e, pi-
semplicemente, limitare le funzionaitella nostr&ermanent al caso di ma-

trici quadrate.
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Possiamo iniziare il nostro confronto. La “competizione’aspnramente empi-
rica e vera sfruttata la funzion®athematicaliming, che restituisce una lista
deltipo{t,r}, dovet e il tempo di esecuzione della funzionerwed il risultato.
Proponiamo qui solo un paio di esempi estrapolati dai tésttaati: il primo
utilizza una matrical di dimensione 2% 22, generata a partire dalla funzione
ViabilityMatrix, il secondo una matrice2 di pari dimensioni pi povera

di zeri. | due test sono statifettuati in maniera indipendente, evitandoecio”
di aiutareMathematicaacendogli eseguire una funzione di cui avrebbe cono-
sciuto, almeno in parte, il risultato. Alla fine di ogni test abbiamo ricalcolato il
permanente delle matrici con la funziobermanent del nostro pacchetto, per

poter apprezzare le qualitiei meccanismi dinamici.

In:= MatrixForm[ViabilityMatrix[ml={2,2,4,1,12,15,12,
8,8,2,2,4,3,12,16,14,15,17,20, 25,36,29},(1,2,2,1,3,5,3,
2,1,1,7,17,5,12,8,8,1,6,10,25,1,2}]1]
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In:= Timing[Permanent[m1]]

Out= {0. Second, 2220825600}

In:= MatrixForm[m2=ViabilityMatrix[{2,2,4,1,12,15,12,
8,8,2,2,4,3,12,16,14,15,17,20,25,39,29},{1,1,1,1,1,5, 3,
2,1,1,7,17,5,12,8,8,1,6,10,25,1,2}]]

Out=

In:= {Length[m2], Length[m2[[1]]]}

Out= {22, 22}

In:= Timing[Permanent[m2]]

Out= {2.293 Second, 26649907200}

In:= Timing[AltPermanent[m2]]
Out= {11.657 Second, 26649907200}
In:= Timing[Permanent[m2]]

Out= {0. Second, 26649907200}

3.9 Conteggiodi MV partizioni

In questo paragrafo svilupperemo funzioni in grado di calcolare il numero di
MV partizioni, deboli e forti, di un MV setr in k blocchi, dovex e la MV car-
dinalita di un MV sety. Le funzioni riceveranno in ingresso i due MV gee

v € restituiranno un numero intero. Partiremo, in questo caso, dalle definizioni
di MV partizioni e dalle loro propriet, studiate nel paragrafo 2.3 .

Nel seguito verranno utilizzate le funziorérmutations della libreria stan-
dard diMathemathicae KSetPartitions, contenuta nel pacchettmmbina-
torica, presente in tutte le distribuzioni dilathematicadalla versione 4 in
poi. KSetPartitions[set, k] restituisce la lista delle partizioni di un in-
sieme in k blocchi.Permutations[list] genera la lista di tutte le possibili
permutazioni degli elementi ihist.

Cominciamo dal calcolo delle MV partizioni deboli. Comedatto nei
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precedenti paragrafi, osserviamo la funzione sviluppata e proviamo ad analiz-

zarla:

MVWWeakPartitions[a_?MVTestQ,c_?MVTestQ]:=
Module[{P,pi,x},x=Length[c];
P=KSetPartitions[a, x];pi=Permutations[c];
Sum[If[Sum[Apply[Plus,Mod[P[[j1]1[[k]1],
pi[[1]]1[[k]111]1,{k,x}]1==0,1,0],

{1, Length[pi]},{j,Length[P]}]]

MVWleakPartitions riceve in ingresso i due MV sete c. Viene utilizzato un
modulo, contenente le variabili locati, P e pi. Alla variabilex viene asse-
gnata la cardinal& di c , la variabilepi sa@ la lista di tutte le permutazioni
degli elementi dic e la variabileP contera tutte le permutazioni degli elementi

di a in x blocchi. Vera poi considerata la i-esima permutazione presente in
pi e contato il numero di partizioni iR che sono MV partizioni da in |c|
blocchi: in questi casi tutti gli elementi del k-esimo blocco della partiziore di
divideranno I'elemento in posizione k nella partizione considerata (la i-esima)
di c, per ogni k. Si &ettuer cice un controllo esaustivo su tutti i casi candidati

ad essere MV partizioni deboli del’'MV satin |c| blocchi, contando tutti i

test che hanno avuto esito positivo. Questa soluzione non sembra certo essere
la migliore, ma numerose prove che vedevano coinvolti MV set di dimensioni
non eccessive hanno dimostrato che la soluzione adettpinamente accet-
tabile.

Possiamo dunque verificare, come fatto nel paragrafo precedente, il comporta-

mento delle espressioni interne al modulo.

In:= a={2,2,3,4,6}
Out: {2, 2; 3’ 4! 6}
In:= c={(2,2,3}
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Out= ({2, 2, 3}

In:= x = Length[c]

Out= 3

In:= P = KSetPartitions[a, x]
Out=

{{2},{2},{3,4,6}},{{2},{2,3},{4,6}},{{2},{2,4,6},{3}},
{{2},12,3,4},{6}},{{2},{2,6},{3,4}},{{2},{2, 3, 6},{4}},
{{2},1{2,4},(3,6}},{{2,2},{3},{4,6}},{{2, 3},{2},{4, 6}},
{2,4,6},{2},{3}},{{2,2},(3,4},{6}},{{2, 3,4}, {2}, {6}},
{2,6},{2},13,4}},{{2,2},{3,6},{4}},{{2,33,6},{2},{4}},
{{2,4},{2},(3,6}},{{2,2,3},{4},{6}},{{2,4},{2, 3},{6}},
{{2,6},{2,3},{4}},{{2,2,4},{3},{6}},{{2, 3},{2, 4},{6}},
{2,6},{2,4},{3}},{{2,2,6},{3},{4}},{{2,3},{2,6},{4}},
{{2,4},{2,6},{3}}}

In:= pi = Permutations[c]

out= {{2,2,3},{2,3,2},{3,2,2}}

Abbiamo visto cosa viene assegnato alle variabili interne, consideriamo ora un
passo del ciclo presente nella sommatoriagsierna, assegnando un valore a

i e j, e vediamo cosa succede:

In:= i=1
Out= 1

In:= j =3
Out= 3

In:= pi[[il]
Out= {2,2,3}
In:= P[[j]l]

Out= {{2},{2,4,6},{3}}
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In:= Table[Mod[P[[311[[k1],pil[[11]1CCk]11]1,{k,x}]
Out={{0}, {0, 0, 0}, {0}

In:=
Table[Apply[Plus,Mod[PL[3]11[[2]1],pi[[111L[[2]111]1,{k, x}]
Out= {0, 0, 0}

In:=
Sum[Apply[Plus,Mod[P[[3]1]1[[k]],pi[[11]1[[k111]1,{k,x}]
Out= 0O

In:= If[% =0, 1, 0]

Out= 1

Come si po 'vedere, I'esempio consideratauno dei casi che contribairalla
sommatoria esterna con valote Il risultato dell'esecuzione della funzione

sa®l il conteggio di tutti questi casi:

In:= MVWeakPartitions[a, c]

Out= 10

Il metodo utilizzato per contare le MV partizioni fori analogo a quello vi-
sto. Va solamente sostituita, in ogni controllffettuato, la condizione che
verifica che “tutti gli elementi del k-esimo blocco della partizioneadiivi-
dano I'elemento in posizione k nella partizione considerata (la i-esima) di
con la condizione che impone che “il massimo comun divisore degli elementi
del k-esimo blocco della partizione didivida I'elemento in posizione k nella

partizione considerata (la i-esima)di La funzione prodotta la seguente:

MVStrongPartitions[a_?MVTestQ,c_?MVTestQ]:=
Module[{P,pi,x},x=Length[c];
P=KSetPartitions[a, x];pi=Permutations([c];

Sum[If[Apply[And,Table[Apply[GCD,
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P[[j11[[k]1]1]==pi[[i]1]1[[k]1],{k, x}11,1,0],
{i,Length[pil},{j,Length[P]}]]

Osserviamo in un foglio di lavoréMathematicai passi compiuti da questa

funzione.

In:= P[[3]]

out= {{2}, {2, 4, 6}, {3}}

In:= Table[Apply[GCD, P[[3]11[[k]11]1, {k, x}]
Out= {2, 2, 3}

In:= pi[[1]]

Out= {2, 2, 3}

In:= Table[Apply[GCD,P[[3]11[[k]11]1==pi[[1]1]1[[k]1],{k, x}]
Out= ({True, True, True}

In:= Apply[And, %]

Out= True

In:= If[%, 1, 0]

Out= 1
Il risultato che si ottea €:

In:= MVStrongPartitions[a, c]

Out= 7

3.10 Conteggiodi MV suriezioni

Ricordando che il numero di MV funzioni debolmente suriettivexday e

1PIRS

e che il numero di MV funzioni fortemente suriettive day

L e
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si capisce come le funzioiVileakPartitions e MVStrongPartitions ,

unite alla ga descrittafVPermutations, siano séicienti per calcolare in mo-

do semplice il numero di MV suriezioni, deboli e forti, tra due MV set.
Presenteremo quindi le funzioni sviluppate per questo caso senza descriverle,

poiché la loro comprensione saimmediata.

MViWleaklySurjectiveFunctions
[a_?MVTestQ,c_7?MVTestQ]:=

MViWeakPartitions[a,c]*MVPermutations[c]

MVileaklySurjectiveFunctionsF
[a_?MVTestFQ, c_7?MVTestFQ] :=
MVWeakPartitions[MVMultiplicity[a],

MVMultiplicity[c]]*MVPermutationsF[c]

MVStronglySurjectiveFunctions
[a_?MVTestQ,c_7?MVTestQ]:=

MVStrongPartitions[a,c]*MVPermutations|[c]

MVStronglySurjectiveFunctionsF
[a_?MVTestFQ, c_7?MVTestFQ] :=
MVStrongPartitions[MVMultiplicity[al,

MVMultiplicity[c]]*MVPermutationsF[c]

Un ultimo esempio descrivaf’utilizzo di queste funzioni ilrMathematica

In:= a= {2, 2, 3, 4, 6}
Out= {2, 2, 3, 4, 6}
In:= c = {2, 2, 3}

Out= {2, 2, 3}

In:= MVWeakPartitions[a, c]
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In:=
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Out=
In:=

Out=
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10

MVPermutations[c]

2

MVWeaklySurjectiveFunctions[a, c]
20

af = MVFrequency[a]

cf = MVFrequency[c]

0, 2, 1)
MVWeaklySurjectiveFunctionsF[af, cf]
20

MVStronglySurjectiveFunctions[a, c]

14

MVStronglySurjectiveFunctionsF[af, cf]

14
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Appendice A

IL PACCHETTO MVSET.M

Verra di seguito riportato, per esteso, il codice del pacchetto ‘mvset.m’. La
descrizione del pacchetto, del suo sviluppo, delle funzioni disponibili e delle
basi teoriche su cui si fonda sono argomenti trattati all'interno di questa tesi.
Nonostante @, per favorire una lettura del codice, sono stati mantenuti tutti i
commenti inseriti, comprese le brevi introduzioni teoriche alle funzioni. Inol-
tre, il codicee qui riportato, sempre allo scopo di facilitarne la comprensione,
nel formato grafico del foglio di lavoro dilathematic® anzicke nel formato
testuale del file che varealmente utilizzato per 'importazione.

Le funzioni chee possibile calcolare con questo pacchetto sono, in ordine

alfabetico:

DFactorial

MV CartesianProduct

MV Frequency

MV Functions - MVFunctionsF
MVIsUniform - MVIsUniformF
MV M ultiplicity

MYV Per mutations - MV Per mutationsF

MV Stronglyl njectiveFunctions - MV Stronglyl njectiveFunctionsF
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MV StronglySurjectiveFunctions - MV StronglySurjectiveFunctionsF
MYV StrongPar titions

MVTestQ - MVTestFQ

MV Weaklyl njectiveFunctions - MV Weaklyl nj ectiveFunctionsF

MV WeaklySurjectiveFunctions - MVWeaklySurjectiveFunctionsF
MVWeakPartitions

Per manent

ViabilityMatrix - ViabilityM atrixF

Ricordiamo che per poter utilizzare il pacchetto all'interno di un notethdak
thematic® e necessario inserire nella directory
%mathematica_home%\AddOns\ExtraPackages

il file mvset.m e importarlo con il comando<<mvset.m
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Appendice B

ESEMPI DI UTILIZZO DI MVSET.M

Verranno proposti alcuni esempi di utilizzo del paccheticet.m
Nella prima sezione gli esempi coinvolgeranno i casi proposti nei primi due
capitoli e ne #&ronteranno di nuovi, simili, ma picomplessi. In una seconda

parte si provea a sfruttare il pacchetto in modo diverso. ..
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